
雙原子分子之振動 

 
古典力學中的彈簧振動可由牛頓力學描述： 
−ky = m (d2y/dt2)     (1) 
 
其解為 
y = A cos ω t + B sin ω t    (2) 
ω = (k/m)1/2       (3) 
 
振動頻率 ν =ω/2π; 常數 A, B 可由起始條件決定。 在化學中雙原子分子之間的
化學鍵也可視為一種彈簧，但由於原子是微觀的粒子，分子之振動不可以古典力

學描述而須訴諸於量子力學。雙原子分子振動之薛丁格方程式可寫成 
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x為原子間之距離與平衡鍵長之差距，m為 reduced mass。這是一個二階
homogeneous常微分方程式，但由於係數不為常數，無法使用簡易的方式求解；

我們將使用多項式法來處理這個問題。 
 
首先，由於 
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(5) 式可改寫為 
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其中 

α = 2π ν m / h    (9) 
 
此時我們若直接以多項式求 ψ，經驗告訴我們這並不易進行。我們首先觀察到

當 x 很大時，(8) 式可近似為 
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也就是說在 x 很大時，(11)式為(10)式之解，或者說此時(11)式為(8)式之近似解。
因此，我們猜測(8)式中之波函數可寫成 
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微分二次後得 
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將(14), (15) 式代入(8)中得 
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我們現在嘗試以多項式法來解出 f 
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令 n = m − 2此式可改寫為 
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將(18), (19)中之 index 換成 n後與(21)一起代入(17)中我們得到 
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然而，若多項式恆為零則各項係數均需為零，因此 
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此為聯繫奇數項係數之間或偶數項係數之間關係的通式，但奇偶項之間並無關

連。因此，ψ之一般解可寫成 
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一個合理的波函數之值不可為無窮大，因此讓我們來分析一下(26),(27)是否滿足

這個性質。當 x趨近無窮大時，exponential 項趨近於零但括號內之多項式趨近

無窮大。仔細分析的結果顯示，滿足(24)式之多項式當 x趨近無窮大時正比於 eαx2, 

因此(26),(27)之值將類似於 eαx2/2, 也就是當 x很大時將趨近無窮大。此處我們面

臨兩難的處境，(24)-(27)為滿足薛丁格方程式(8)之解，但波函數又不能為無窮

大！一種解決的辦法是我們若能讓當 n 大於一整數 v 時係數 cn為零，則由(24)

知更高次之係數也將為零。如此，(26), (27)中之多項式之項數變成有限，因此使

得 y1或 y2 不至於發散。在(24)中唯一可以調整的是能量，若要 cv+2為零則能量

須滿足 
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因此，為滿足量子力學原理，振動能量為量子化, 且最低能量不為零。此最低能

量 1/2 hν 稱為振動零點能(vibrational zero-point energy) 
 



由(24),(29)係數間的關係為 
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當 v為奇數時，我們可令 B = 0，則 
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當 v為偶數時，我們可令 A = 0，則 
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比如說當 v = 0時 
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為滿足 normalization condition 
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同理可得 
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由(32)，c2 = −2α c0，因此 
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由(36)得 
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其他更高能階之波函數也可依以上方法求得。 古典力學中當位能等於總能量之

位置稱為轉折點(turning point)，在本系統中 
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很明顯的，波函數在轉折點並不為零，因此系統有可能存在於古典力學所不容許

的區域（總能量小於位能）。 我們若令 
 
z = α1/2 x   (45) 
 
則波函數之通式可寫成 
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其中 H稱為 Hermite polynomials， 
 
H0 = 1, H1 = 2z, H2 = 4z2 − 2   (47) 
 
一個非常有用的遞迴公式為 

z Hv = v Hv−1 + ½ Hv+1   (48)  

高階之 H可由(47), (48)依序求得。轉折點則可寫成 
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系統出現在於古典力學所不容許區域的機率可寫成 
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上式之機率可利用數值積分求得。 
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